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Unidad de Aprendizaje: Procesos Infinitos
jL Tema: Sucesiones y sumatoria

Matematica

Coordinacion: Natalia Carrasco
1.- Conocen las transformaciones que producen diferentes tipos de iteraciones y establecen
relaciones cuantitativas
2.-Reconocen que una suma se puede representar en forma compacta por medio de la notacion
de sumatoria.
3.- Conocen propiedades de la sumatoria

Sucesiones
Si a cada nimero natural se le hace corresponder un numero real a4, a,, az, dy, ..., el conjunto

A, ={ay,a;,a3,a, _a,} se denomina sucesion. Por lo tanto, toda sucesiéon es un conjunto
de infinitos términos.

Obs: Una sucesion es una funciéon cuyo dominio es el conjunto de los nimeros naturales y su
recorrido es un subconjunto de los numeros reales

Ejemplos:

e La sucesion formada por los nimeros pares tiene por término general:
a,=2n
De modo que si reemplazamos “n” por los nimeros naturales 1,2,3,.. ., se originan los
términos:
a,=21=2;a,=2-2=4; a3 =23 =6;.., con lo cual se obtiene el conjunto de los
nimeros pares: {2,4,6,8...}

e FEl término general de la sucesion de numeros impares es:
a,=2n-1
Luego,
a,=2"1-1=1a,=2-2—-1=3; a3 =2-3—1=5;.., con lo cual se obtiene
el conjunto de numeros impares: {1,3,5,7...}

, . ., . n
e Los términos de una sucesion definida por @, = (—=1)" - (m) son:

a=CD () =5 e=EDh(EE)=5 6= (5H) =1

Luego, obtenemos la sucesion: a,, = —

N |-

2 -3 4
3a s

Obs: Considerando que una sucesion no es mas que una ordenacién de numeros, se ha podido
comprobar que algunas de ellas no tienen una regla de formacién de término general, como es
el caso de la sucesion de nimeros primos.
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necesario analizar el numerador y denominador por separado, asi notamos que el
numerador corresponde a la ordenacion de nimeros naturales, y el denominador es

una unidad mayor, entonces el término general sera:
n

n+1
e a,=913,17,21 ... Determinar la expresioén del término general

e Dada la sucesion a,, = ... para encontrar la expresion del término general, es

a, =

Podemos notar que la sucesion va aumentando de 4 en 4, entonces:

a, =4n+ =9—>»a, =41+ =9 — g, =4-14+5=9
a, =4n + =13—%»a, =42+ =13—» a,=4-2+5=13
as; =4n + =17—%»a; =4-3 + =17 —» a3 =4-3+5=17

Luego el término general serda: @, = 4n + 5

9 15 21 . ., , .
e a,=3, 2 6,—,9, > 12 ... Determina la expresion del término general

En este caso, el denominador de cada término de la sucesion es 2 y en los términos de orden
impar esta simplificado, entonces anotamos la sucesioén equivalente:

6 9 12 15 18 21 24

an =51217I71717;7".

Notamos que el denominador siempre es 2, y el numerador aumenta de 3 en 3, entonces
realizamos lo siguiente:

a, =3n+ =6—>»a, =31+ =6 —» a;=3'1+3=6
a, =3n+ =9—>»q, =32+ =9 —» a,=3:2+3=9
a, =3n+ =15—»a, =34+ =15—>»q,=3-4+3=15
a, =3-n+3 (término general para numerador)

Entonces la expresion del término general de la sucesion es:

3n+3
W=

Sumatoria
A veces se necesita determinar la suma de muchos términos de una sucesién infinita. Para

expresar con facilidad esas sumas, se usa la notaciéon de sumatoria. Dada una sucesion infinita
m

a;,a,,a;,...8, 0. el simbolo Z a, representa la sumatoria o suma sucesiva de los primeros
k=1
“m” términos como se ve a continuacion

m
Notacién de sumatoria Z a, =a, +a, +a; +... +a
k=1

La letra griega sigma mayudscula 2, indica tal suma sucesiva, y el simbolo a, representa el k-

ésimo término. La letra K es el indice (o vatiable) de sumatoria, y los nimeros 1 y m indican los
valores minimos y maximo de tal indice o variable, respectivamente.
Evaluacion de una sumatoria

4
Determinar la sumatoria Z k?(k —3)
k=1
Soluciéon:

2 . . ,
En este caso @, =K“(k —3). Para evaluar la sumatoria, solo se sustituye, consecutivamente, K

por los enteros 1,2, 3 y 4 y se suman los términos resultantes

ikz(k—3):12(1—3)+ 22(2-3)+3%(3-3)+4°(4-3)=—2+(-4) + 0+16=10



Observacion 1
No importa la letra que se usa para representar la variable de sumatoria. Por ejemplo, si j es la

m m
citada variable, entonces Zaj =a, +a, +a; +..+a, es la misma suma Zak . En el
[ k=L

. .. . ., r
¢jercicio anterior también se puede representar como z 1°()-3).
i1

Si N esun entero positivo, entonces la suma de los N primeros términos de una sucesion infinita

se representara con S . Por ejemplo, dados @;,8,,8;5..c., @, e
S;=a
S,=a, +a,

S;=a, +a, +a,
S,=a,+a,+a; +a,

n

En general S, Zak_a +a,+a; +..+a
=1

Notese que tarnblen se puede escribir

S1:a1

S,=5, +4a,
S; =S, +a,
S,=S,+4a,

Y, paratoda n>1 S, =S, , +a

n

Al ntmero real S, se le denomina N—@ésima suma parcial de la sucesiéon infinita

a,,8,,85,.., Ay, ylasucesion S, S,, S, S, . €5 una sucesion de sumas parciales.

C,] ] ] ] r . ] e 1 .]

Ejemplo: Calcular los cuatro primeros términos, y el n-ésimo, de la sucesion de sumas parciales
relacionada con la sucesién 1, 2, 3, 4, 5,....., n de los enteros positivos

Solucion.

Si a, =n, entonces los cuatro primeros términos de la sucesiéon de sumas parciales son
S;=a,=1

S,=S,+a,=1+2=3

S;,=S,+a,=3+3=6

S,=S;+a,=6+4=10

La n-ésima suma parcial S (es decir, la suma de 1,2,3,4,5,....,n) se puede escribir en cualquiera
de las siguientes formas:
S, =1+2+3+4+5+...(n-2)+(n-1D)+n

S,=n+(n-D+(n-2)+,..,+3+2+1

Sumando los términos correspondientes en cada lado de las ecuaciones se obtiene:
2S, =A+n)+@A+n)+@+n)+...... +(@+n) (nveces)

Como la expresion (N+1) aparece Nveces en el lado derecho de la dltima ecuacion, entonces

2S, =n(n+1) o, en forma equivalente:

S - n(n+1) Z"

Ejemplo:
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_ 25(25 + 1)
ZL=1+2+3+"'+25=T=325
i=1

= 50(50 + 1)
Zk=1+2+3+~--+50=T=1275
k=1

S ia del irados de ] , . ]

n
Zkz=12+22+32+...+n2=n(n+1)(2n+1)
k=1

6
Ejemplo:
30 3030 +1)(2-30 + 1)
Zi2:12+22+32+...+302: 6 :9455
i=1

S ia del bos de 1 . . ]

n
n (n + 1)7°

Zk3 =13+23+33+ .. +n¥= [%]
k=1

Ejemplo:

&0 60 (60 + 1)1°

i=1

Teoremas

n
Teorema 1: de la suma de una constante Z c=nc
k=1

Demostracién
Si a, esigual para todo entero positivo K, por ejemplo @, =C para un nimero real ¢, entonces
k g > ) k >

=C+C+C+C+C+....+C=NC

10
Ejemplo Z =107
k=1

n
Teorema 2: de la suma de una constante que no parte desde cero Z c=(n—-m+1)c
k=m

Demostracion: Se restan los primeros (M —1) términos de la suma de N términos

n n m-1
de=>c->c
k=m k=l k=L

=nc —(m—1)C (se aplica teorema 1 a ambas expresiones)

=(N—m+21)cC (se saca c como factor)

Ejemplo:



8
> 9=(8-3+1)-9=6-9=54

k=3

Observacion: Como se muestra en la propiedad (2) del teorema anterior, el dominio de la
variable de sumatoria no necesita comenzar en 1

8
Ejemplo Y a, =a, + a5 +a; +a, +a,
k=4
Otra variante: si el primer término de wuna sucesiéon infinita es a,, como en
n

Entonces se consideran sumatorias de la forma z a, =a, +a, +a, + ... a
k=0

Que es la suma de los (n + 1) primeros términos de la sucesion

Ejemplo:
3 ok 0 1 2 3
Evaluar22=2+2+2+2
ok+1 0+1 1+1 2+1 3+1
:1+1+ﬂ+2:E
3 3
Para los teoremas 3 ,4 y 5 considere que: @;,8,,85 0. @, ...... y ademids b, b,,b;,.....0, .....

son sucesiones infinitas, entonces, para todo nimero entero positivo

n n n
Teorema 3: de la suma de sucesiones Z (a, +b,)= Z a, + Z b,
k=1

k=1 k=1

n n n
Teorema 4: de la diferencia de sucesiones z (a, —b,) = z a, — Z b,
k1

k=1 k=1

n n
Teorema 5: de la multiplicacion de una sucesién por un escalar ank = C(Z akj
k=1 k=1

5
Ejemplo: Evalda la sumatoria Z 2k -7

k=1
Solucién

jizk—7:(24—7)+Q-2—7)+Q-3—7)+Q-4—7)+@-5—7)
@)1 6-7)r -7+ (0-7)
=5+-3+-1+1+3
=-5

Usando propiedades se obtiene

$o 125k 7
k=1 k=1 k=1

=2 5_6 -7-5
2
=30-35
=-5
6 —
Ejemplo: Calcula k=5
k-1
Solucién
& k-5 3-5 4-5 5-5 6-5
Z = + + +
~k-1 3-1 4-1 5-1 6-1
-2 1.0 1 -7
=—+—+—+- =—
2 3 4 6 6

Ejemplo: Utilizando propiedades calcula:



20 20 20 20
23i2+2i+4= 32i2+22i+24
i=1 i=1 i=1 i=1

=3 (B2 ) 42 (B2) 42004

=8610+ 420+ 80 =9110

Veamos el procedimiento cuando el limite inferior es distinto de 1:

16 16 3
;Sk—2= kZl(Sk—Z)—kZl(Sk—Z)

Obs: Se realiza una diferencia entre dos sumatorias, donde la primera de ellas considera desde el
1 hasta el limite superior (en este caso el 16) y la segunda de ellas con limite inferior 1 y limite
superior correspondiente a una unidad menor al limite inferior (en este caso 4 -1=3). Luego se
resuelve utilizando las propiedades conocidas:

<5ik—§2>—<sik—iz>=<5-16él7—16-2>—<5-¥—3-2)

k=1 k=1 k=1 k=1

Si {an }n es una sucesion, la suma de las diferencias de sus términos consecutivos esta dada por:
N

Z (., —a,)=a,, —a, (Propiedad que se conoce como propiedad telescopica)

k=M

Nota:

La propiedad telescopica se aplica sobre la diferencia de dos términos consecutivos de una
sucesion, independiente del orden en que estos se restan.

Ejemplo

N
1. Z(ak - ak+l)= Ay — a4
k=M

N

2. Z(ana ~ 8y ) = Anyg ~8puy
i=p+2

Ejercicios resueltos

1Y WK+ VK)=VaB+1 V120 -1 -7-1-6

100
2. ;(ﬁ - ﬁ] = ¢Se puede aplicar la propiedad telescopica?

SI porque la sumatoria dada es sobre la diferencia de dos términos consecutivos de la sucesion

¢ia = entonces Q,,; = 1 = 1 )
2k -1 2(k+1)-1 2k+1

g’:( 1 1}_ r 1, 1 _200
=\2k-1 2k+1) 2-1 2-100+1 201 201

Para complementar el estudio puedes estudiar del libro de “Algebra” del Ministerio de
Educacion desde Ia pagina 459 a Ia pagina 467.
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